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Теорії розв'язання плоских контактних задач з інтегральними операторами Пуассона присвячено 
багато праць |1-7|. Дане повідомлення продовжує вивчення схем, в яких отримано набір лінійних інте- 


гральних рівнянь, якими на класі Ммио(1, П) меж 0 (х) поділу однорідних середовищ з високою точ- 
ністю замінюється нелінійне інтегральне рівняння оберненої задачі потенціалу для контактної поверх- 
ні й побудовано збіжні ітераційні процеси для їх розв'язання |8,91. 

1. Позначимо через и(х) вертикальну складову напруженості поля (/,,, (х) й визначимо розв'язок 
й (2,1) є Ми 1, П) як аналітичне продовження напруженості поля и(х) в бік тяжіючих мас на вели- 


чину, яка дорівнює оку глибині Пес (х) шуканого контакту: 


Со) зи(д- зв т вона б, о 45 я (оп) з м(х)- ку МОНО. (1) 


Наближення Е як уточнено на основі тлумачення рівняння (1) за допомогою інтеграла Пуассо- 

на: виходячи з цього, маємо и (оп) уч - и Сол) зоб (х) та вираз 
году змод- | Гру МЕМ мона 0) 
Наближення 0 (х, 1), що апроксимує розв'язок 0 (оп) є Мио1, П) з точністю до квадрата вели- 
чини ла 2), де с(а)е -/О, визначаємо через значення каліброваного поля на рівнях у-0 й 
уж -й П1,2|: на першому рівні їх задають, а на іншому обчислюють як аналітично продовжену в бік 


тяжіючих мас гармонічну функцію за заданими граничним значеннями. 
Зауваження. За виразом (2) не можна строго визначити функцію их, п) через аналітичне продо- 


вження значення их) на рівень у- й.» О, оскільки відповідна йому пряма у - й розтинає тяжіючі ма- 
си надвоє, одна з частин якої при 0 (х) « й виявляється нижче рівня у - й. Отже, функція и(х, у) при 
у« п - негармонічна. Якщо за допомогою інтеграла Пуассона 


иСоб) з Гео 


формально продовжити "контакт" и(х) до рівня у - й, то отримане значення и(х) тлумачимо як 


Ще пає 0) 


граничне значення поля, мас сконденсованих на рівні у - ПЛ. 
Щоб знайти значення 0 (х,), визначмо продовжену на у- й гармонічну функцію 0 ( у) як 
границю послідовності а Й (п) функцій при розв'язанні рівняння (3), генерованих запропонованим 


процесом |9) послідовних наближень Лаврентьєва- Андреєва 
15 й 
Сраськ) з Єоьв)- Го гема (Х), со п) о) з міх) А, пз усю | (4) 
Р ям (2 - х) 
Правдивість такого твердження наведемо нижче. 
Теорема Андреєва. Якщо розв'язок нелінійного інтегрального рівняння для контакта 





І, щі З 
гі (х) є Ми! «ДІ, П), то його лінеаризоване наближення обчислюється з виразу 


КИ 


пає УСЮ" С Гаухачху ОО, (5) 


РР - . -2 2 
й від істинного ухиляється не більш, ніж на Й "Ф (2 ) при П-»о00, 
Доведення грунтується на індукції за індексом К - 0,п, враховуючи інтеграл Лапласа, біномні 


коефіцієнти, рівняння та, (п) 4 (х, 1) та перетворення 


л»б. 








1 і л Кл Ре (кчн1)й 
Іоху (У (2-1) 00 Ценіяр (2-х) 
2.3 формули (5) отримуємо як окремі випадки при п - 0,1,2 деякі відомі формули, а саме: при 
п - 0 - наближення Б.В. Нумерова |З, при 171 - наближення Х'юза |4| і при п- 2 - наближення 
Страхова |31: 


ах о ту ли(2)а2, (6) 


ша б Чек - ямі умер - 


соііннв) я ера У ригАЕЯГ" Би ом Є 


де Ди(Є) з и(2, 0)- и(, 0). Формули (7), (8) як і (5) при п 2 3 непридатні для обчислень, на відміну від 
виразу (6); вони спричинюють наростання похибок з номером ітерації при обчисленні в околі точки 
Є з х ; щоб уникнути цього, ядра інтегралів підсумовують з різними знаками й зростаючими біномни- 





ми коефіцієнтами. Подібне не властиво для (6); перетворення формул з індексами и » 0 (підсумування 
елементарних дробів в ядрах перетворень) за схемою (5) при п - 1,2,3 визначає додатні ядра перетво- 


рень, апри п - 4 вже ні, тому для практичних обчислень наближень контакту 0 п) варто взяти за 
нульове наближення вираз (6) і обмежитись однією з наступних формул: 


оозцог-1Ї ср Не я кі 
сонна рани б х) з 
сл) Ї за) ще раною (гає, (9) 


1 Є-х)з 2942-х) (2-х) 








Сол) 


3. Значного уточнення зазначених наближень можна досягти за допомогою поправок, суть яких 
окреслено в двох теоремах. 


Теорема Малкіна. Корекція кожного з лінеаризованих наближень (5) С А) на величину 


СРО РЕ Црчсурнерсннй 7 


підвищує точність наближень СІ" ел) -с РАД АС) до по (2); в практиці обчислень дос- 
татньо подати поправку АС (Р) у вигляді АС (оп) ц(2, уза), де цЄ,) - деяке «середнє» 
значення поля на поверхні спостережень. 
Доведення випливає з наслідку 2 теореми Нумерова || та відновлення их, п) з ітерацій (5) для 
перших 4-х наближень 0 п) для фіксованого 0 (х) - й. Зображення поправки у вигляді 
з 17 Ех) 
АСОол)е і МЕЛЕ чих) і Ванга мем, 

на ділянках монотонного зростання (спадання) функції и(х ) оч ооо ИН ой РОЛЬ Я 
а) ес 

СЕ вч (Ех) 


розклад зображення за теоремою про середнє значення поля за умови, що величини ц2 )- их) малі, 





дк от 0,де / (2) б зберігає знак, за винятком, може, околу точки 2 -«х,й 


завершує доведення теореми. 
Теорема Сенька. Уточнення кожного з наближень С РЯД поправкою, яка є розв'язком 
лінійного інтегрального рівняння 1-го роду 





ПЧ ПР РУ РИ РН 
Док руно зріс СУ Дт Я б 


підвищує точність наближень кнафристоо кс 0,,2,3.. до величини 
АН Су тахдєТо. 
Доведення грунтується на дійсному для 0 ох п) є МиЗ(1, П) розкладі 
ПИ РИ СБ У з 3 ПР Б ТОЇ 1 
що і рунаюатеснна зара - - - - 5 ас, 
уро збою Дридаїно-о 


та теоремі Андреєва. 
4. Як узагальнення поправки Сенька запропоновано альтернативний спосіб Нумерова-Малович- 


ка, що полягає в обчисленні послідовних наближень 2, (х) ша, (х)ч- ДС, (х), ДС, (х) з ша ДО т (х)з 











допомогою цього ітераційного процесу: 2.) б - б коб123 ай 5поЙІ, 


матч своє ме 
о у р НУО са цезато й зро Зо 
Ге у ВОЄН нас), тод, лоб, (п) 


Теорема Маловичка. При С (х) є Ми"о1, П) послідовні наближення С.Л) Со Л)-НАС п), п «ле, 
генеровані ітераційним процесом (11), збігаються при п-»о0о до граничної функції С (х), незалежної 


від параметра й, зі швидкістю геометричної прогресії. 
Доведення грунтується на тому, що процес (11) за індексом т є процесом Лаврентьєва- Андреєва та 


збіжності 20, (ж, п) з відповідною мажорантою прогресії. 


Кожен спосіб по суті зводиться до розв'язання лінійного інтегрального рівняння Фредгольма 1- 
го роду з ядром Пуассона, яке є самостійною проблемою. 
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Черньй А.В., Дубовенко Ю.Й. Уточнение некоторьїх способов приближенного определения 
контактной границьї. 

Рассмотрен подход Андреева для решения линейньх интегральньх уранений, аппроксимирующих на множестве 
Нумерова нелинейное уравнениє для контактной поверхности. Формулью Нумерова, Хьюза, Страхова - частнье 
случай зтого подхода и нуждаются в уточнений. Предложенью устойчивьте методью для их уточнения на основе 
поправок к способам Малкина, Сенько и Маловичко. 


